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Zusammenfassung

Fiir den Mathematikunterricht der Sekundarstufen fehlt bisher eine detaillierte Einord-
nung von Augmented Reality (AR) aus mathematikdidaktischer Sicht. Das vorliegende
Paper méchte einen Beitrag dazu leisten, diese Liicke zu schliessen. Zentrale unterrichts-
relevante Aspekte wie ein angemessenes Bild von Mathematik einschliesslich Modellieren,
Begriffserwerb und das offene Aufgabenformat sind Ausgangspunkt der Untersuchung.
Im Ergebnis zeigt sich, dass rdumliches Veranschaulichen und die Einbindung von digi-
talen Inhalten in interaktive Arbeitsblatter wichtige Moglichkeiten darstellen. Dariiber
hinaus gibt es Chancen, insbesondere beim Thema Modellieren, aber auch Grenzen von
AR im Mathematikunterricht.

To the Significance of Augmented Reality in Secondary-Level Mathematics Teaching.
A Discussion of Mathematics Didactics with References to Key Teaching-Related
Aspects

Abstract

In terms of mathematics teaching at secondary level, there has yet to be a detailed
assessment of augmented reality (AR) from the perspective of mathematics didactics.
This paper seeks to redress the balance by taking key teaching-related aspects such as
an appropriate image of mathematics including modelling, concept acquisition, and the
open task format to be the starting point for its investigation. As a result, it notes either
that spatial visualization and the integration of digital content into interactive worksheets
represent important opportunities, but also that the possibilities extend into other areas
of mathematics teaching like modelling teaching as well, and that there are limitations
of AR.
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1. Zielsetzung des Beitrags

Augmented Reality (AR) gehort zu den digitalen Anwendungen, denen ein grosses Po-
tenzial in Bezug auf das schulische Lernen zugeschrieben wird (Hiitthaler 2020). Fur
den Mathematikunterricht wurden bereits zahlreiche AR-Projekte und AR-Erlebnisse
entwickelt (z. B. www.geogebra.org), allerdings fehlen mathematikdidaktische Be-
wertungen und differenzierte Analysen dazu (Hiitthaler 2020; Radianti et al. 2019;
Reit 2020). Ebenso gibt es kaum Untersuchungen, die liber den Bereich der Geome-
trie oder Analytischen Geometrie sowie die Moglichkeit des Triggerns (z. B. Abrufen
von Inhalten in interaktiven Arbeitsblattern) hinausgehen und nach neuen Perspek-
tiven des Mathematiklernens durch AR fragen. Der vorliegende Artikel mochte einen
Beitrag dazu leisten, diese Liicke zu schliessen, indem an ausgewdhlten zentralen
unterrichtsrelevanten Aspekten mogliche Potenziale und Grenzen von AR diskutiert
werden. Die Diskussion kann im Rahmen dieses Artikels nur auf ausgewahlte Aspekte
und Beispiele eingehen und versteht sich daher zugleich auch als Impuls zu einer
weitergehenden Diskussion und zu entsprechenden gezielten empirischen Untersu-
chungen.

2. Augmented Reality und schulischer Kontext

2.1 Begriffsfassung

Augmented Reality bedeutet erweiterte Wirklichkeit. AR verbindet die Realitat mit der
Virtualitat. Es handelt sich um eine reale, physisch vorhandene Umgebung, in die vir-
tuelle Objekte, also nicht physisch fassbare Objekte, integriert sind. Diese virtuellen
Objekte kdnnen realen Objekten @hneln oder auch Fantasiegebilde sein. Zur Einord-
nung eignet sich das Virtualitdtskontinuum, auch Reality-Virtuality-Continuum ge-
nannt, das Milgram und Kishino bereits Anfang der 1990er-Jahre entwickelten (vgl.
z. B. Shapera 2016). Es erfasst alle moglichen Kombinationen von realer und virtuel-
ler Umgebung. AR ist eine dieser Moglichkeiten (Abbildung 1).

Reality-Virtuality-Continuum

| Mixed Reality (MR) |
EnvirRoe:rlnent Augmented Augmgnted Env\illrrot:r;:ent
(RE) Reality (AR) Virtuality (AV) (VE)
AR:in der realen Umgebung AV:in der virtuellen Umgebung
finden sich virtuelle Objekte finden sich reale Objekte

Abb. 1: Virtualitdtskontinuum nach Milgram und Kishino (1994).
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2.2 Augmented Reality im schulischen Kontext

AR hat zahlreiche Anwendungen in vielen ausserschulischen Bereichen, zum Beispiel
Technik, Medizin und Wirtschaft, Militdar, Bankwesen und Naturwissenschaften, aber
auch in Kunst und Architektur (Carmigniani et al. 2011; Manuri und Sanna 2016). Zu-
dem ist AR im Freizeit- und im Entertainmentbereich sehr beliebt (Fiirst 2021; Schultz
2019). Aber auch fiir den schulischen Bereich wurden zahlreiche Anwendungen ent-
wickelt, allerdings wird die tatsachliche Verbreitung im Unterricht der allgemeinbil-
denden Sekundarstufe noch als eher gering eingeschatzt (vgl. z. B. Hellriegel und
Cubela 2018). AR bietet eine Vielfalt von Einsatzbereichen, die iiber herkdmmliche
Méglichkeiten hinausreichen (Kroker 2018). Dazu gehort die Integration von Fotos,
3D-Modellen, Audios und Videos, Messfunktionen und die Moglichkeit zu Verlinkun-
gen zu Webseiten oder sozialen Medien oder das Hochladen von Texten (Schendera
2021). In Verbindung mit AR konnten bereits Lernzuwéachse und Vorteile in Bezug auf
Interaktion, Teamwork und Motivation festgestellt werden (Bacca et al. 2014). Aller-
dings wurde auch ein Effizienznachteil aufgrund von Verzégerungen im Arbeitsablauf
durch die Beschaftigung mit der Technik beobachtet (ebd.). Weitere Studien wie die
von Fehling (2019) im Berufsschulbereich und die von Buchner (2017) bestatigen die
Zunahme von (intrinsischer) Motivation durch AR, aber auch eine starke Steigerung
in der Wissensvermittlung. Eine Ursache daflir kdnnte sein, dass AR die Abstraktheit
eines Lerngegenstands verringern kann, indem die Schiiler:innen durch diese Tech-
nik auch komplexe Zusammenhange direkt durch anschauliche Interaktion erfahren
kénnen (vgl. Maier 2017). Die Studie von Bacca et al. (2014) deutet darauf hin, dass
sich AR besonders im Zusammenhang mit «abstrakten und komplexen Fachkonzep-
ten» empfiehlt.

Der Einsatz von AR im Unterricht lasst sich durch verschiedene Apps oder webba-
siert mit Tablet oder Smartphone umsetzen. Es gibt eine Vielzahl von zumeist kosten-
pflichtigen AR-Apps® mit unterschiedlichen Funktionen (Schendera 2021; Wolfinger
et al. 2020). Sie ermdglichen das Erstellen eigener AR-Projekte, die dann liber das
Einscannen eines Triggers (Marker, Tracker, Target Image), der ein QR-Code, LOGO
oder Foto sein kann, abgerufen werden konnen (Schendera 2021). Dieses Konzept
liegt oft digitalen Schulblichern oder interaktiven Arbeitsblattern zugrunde, die
damit Themen und Aufgaben veranschaulichen oder durch Lernvideos und andere
abrufbare Inhalte unterstiitzen. Weitere Apps ermoglichen spezielle geometrische
Konstruktionen oder enthalten Messfunktionen (z. B. Trappmair und Hohenwarter
2020). Allerdings zeigt sich, dass der noch recht junge Markt dynamisch und durch
die Kurzlebigkeit einiger AR-Anwendungen gepragt ist (Schendera 2021).

1 Beispiele fiir Apps im Anhang.
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2.3 Augmented Reality und Mathematikunterricht

Auch fiir den Mathematikunterricht gibt es zahlreiche Entwicklungen, die die AR-
Technologie nutzen. Schwerpunkte sind raumliche Veranschaulichungen, insbe-
sondere in der Geometrie und der Analytischen Geometrie. Vorschlage beziehen
sich auf Schnittmengen (Birnbaum und Ludwig 2018; Reit 2020), Netze von Korpern
(Trappmair und Hohenwarter 2020; Schultheil} 2020; Wolfinger et al. 2020) oder auf
die Einfiihrung des dreidimensionalen Koordinatensystems (Schendera 2021) bzw.
seine besondere Nutzung (Dilling 2022; Wolfinger et al. 2020). AR ermdglicht das Dar-
stellen, interaktive Bewegen, Auseinanderfalten und Zusammensetzen der Korper in
einer realen Umgebung, sodass die Schiiler:innen das Problem und die dreidimen-
sionalen Zusammenhange besser erfassen konnen. Gelegentlich wird dem Einsatz
von AR eine Wirkung im Hinblick auf die Forderung des raumlichen Vorstellungsver-
mogens (Kaufmann und Schmalstieg 2003; Birnbaum und Ludwig 2018; Reit 2020)
oder zumindest einiger seiner Komponenten (Diinser 2005) zugeschrieben. Zudem
wird AR auch im Mathematikunterricht fiir das unkomplizierte Aufrufen von Veran-
schaulichungen oder erklarenden Videos in individuellen Lernprozessen eingesetzt
- zweifelsfrei ein besonderer Gewinn fiir heterogene Lerngruppen. Insgesamt feh-
len jedoch empirische Untersuchungen und differenzierte Analysen, insbesondere
zu den Chancen von AR im Mathematikunterricht, speziell fiir die Sekundarstufen
(Radianti et al. 2019; Reit 2020). Im Folgenden werden an zentralen und lbergreifen-
den Aspekten neue Perspektiven von AR fiir das Mathematiklernen eruiert.

3. Diskussion moglicher neuer Perspektiven von AR an ausgewahlten zentralen
und tibergreifenden Aspekten des Mathematikunterrichts

3.1 Mathematik im Bildungskontext

Mathematikunterricht hat einen (allgemeinen) Bildungsauftrag, der als Teil des
Gesamtbildungsauftrags von Schule gesehen werden muss und der Uber eine viel-
seitige mathematikspezifische Ausbildung erfiillt werden soll (Bruder et al. 2015).
Um dieser Aufgabe gerecht zu werden, orientieren sich die Bildungsstandards (KMK
2012) mit ihren Leitideen bzw. fundamentalen Ideen (inhaltsbezogene Kompeten-
zen) und Leitmethoden (prozessbezogene Kompetenzen) an der Struktur der Ma-
thematik als Wissenschaft, indem zugleich das Ziel verfolgt wird, ein angemessenes
Bild von Mathematik zu vermitteln (Leuders 2005; Loos und Ziegler 2015; Neubrand
2015). In den zentralen friihen mathematikdidaktischen Arbeiten zu dieser Zielerrei-
chung identifiziert Winter (z. B. 1996) drei unterrichtlich anzustrebende Grunderfah-
rungen, namlich die Mathematik als Geistesschulung (Problemorientierung), die Ma-
thematik als Hilfe zum Verstehen von Alltag und Umwelt (Anwendungsorientierung)
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und die Mathematik als deduktives Gedankengebdude (Strukturorientierung). Diese

Grunderfahrungen finden sich im Wesentlichen auch heute in den Bildungsstandards

wieder (KMK 2012; vgl. dazu auch Neubrand 2015). In den letzten Jahrzehnten hat

sich das Bildungsziel <mathematical literacy» etabliert (zum Beispiel Jablonka 2003;

Kaiser und Schwarz 2003; Lengnink 2005; Hofer und Beckmann 2009). In Zusammen-

fassung und Weiterentwicklung der zahlreichen Arbeiten zum Thema definiert Zell

(2010) mathematical literacy tber die folgenden drei Aspekte (ebd., 31f.): (a) Heu-

ristische Denkweisen, die strukturiertes und plausibles Vorgehen ermdéglichen und

auf inner- und aussermathematische Kontexte anwendbar sind, (b) umfassendes

Verstandnis mathematischer Begriffe und Prozeduren in den Gebieten: Zahlen und

arithmetische Operationen, funktionale Zusammenhange, Flachen, Raume und Mes-

sung und Umgang mit Daten, (c) Vertrautheit in deduktiven Schlussfolgerungen. All
diesen Ansatzen liegt der «Charakter» der Mathematik zugrunde, namlich ihr Pro-
dukt- und ihr Prozesscharakter. Mathematik ist einerseits ein deduktives Gedanken-
gebdude, also ein System aus Axiomen, Definitionen und logisch abgeleiteten Satzen
einschliesslich bekannter Anwendungen. Andererseits erweitert sich dieses System
standig, etwa indem neue Satze hinzukommen, die aus Bekanntem logisch geschlos-
sen/bewiesen werden. Dieser Prozess wird erreicht durch mathematische Methoden
des Entdeckens, Problemldsens, Beweisens, Modellierens usw. Eine ergebnisoffene

Diskussion zu neuen Perspektiven von AR im Mathematikunterricht kann nun einer-

seits direkt bei den Leitideen ansetzen, etwa der Bedeutung von AR in geometrischen

oder stochastischen Kontexten oder den Leitmethoden. Andererseits kann direkt die

Mathematik mit ihrem speziellen Charakter, den dazu gehdrenden Grunderfahrun-

gen bzw. die Aspekte von mathematical literacy Ausgangspunkt sein. Die vorliegende

Analyse orientiert sich an beiden Moglichkeiten mit einer Konzentration auf typische

mathematische Herangehens- bzw. Denkweisen, um so moglichst allgemein und

ideeniibergreifend Impulse fiir neue Ansdtze zu AR anzustossen. Im Rahmen dieses

Artikels kann dies nicht umfassend geschehen. Deshalb wird eine Auswahl getroffen

und speziell auf die folgenden zentralen unterrichtsrelevanten Aspekte fokussiert

(die jeweils kursiv gesetzten Punkte wurden als Gegenstand der folgenden Analyse

ausgewahlt):

- Mathematische Begriffe: Mathematik baut auf einer grossen eigenen Begrifflich-
keit auf. Das dient der Exaktifizierung und erleichtert die Kommunikation und den
Nachweis von Wahrheitsaussagen. Begriffsbildung ist somit auch ein bedeutender
Prozess im Mathematikunterricht und durchzieht die gesamte Schulzeit (vgl. 3.2).

- Dynamische und statische Sichtweise: Mathematische Begriffsbildung ist ein kom-
plexer Prozess, der sich speziell auf das Entwickeln von Grundvorstellungen rich-
tet. Aus stoffdidaktischer Perspektive geht es bei der Grundvorstellung darum,
dass Begriffen oder Verfahren normative Kategorien auf der Reprasentationsebe-
ne zugeschrieben werden kdnnen (vom Hofe 1995). Beispielsweise enthalt der
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Bruchzahlbegriff die Grundvorstellung des Anteils oder des Operators, der Ablei-
tungsbegriff enthalt die Grundvorstellung der Anderung oder des Approximierens
und der Funktionsbegriff die Vorstellung bzw. den Aspekt? der Zuordnung oder
der Anderung bzw. Kovariation (vgl. dazu auch 3.2). Speziell stehen sich zwei
Sichtweisen gegenliber, die statische und die dynamische (vgl. 3.3).

- Mathematisches Denken: Mathematik zeichnet sich durch ein eigenes Denken
bzw. eine eigene Asthetik aus. Dazu gehort zum Beispiel der Blick auf Regelma-
ssigkeiten wie Symmetrien oder Goldene Schnitte, aber auch eine elegante lo-
gisch liickenlose Beweisfiihrung (vgl. 3.4).

- Funktionalitat der Mathematik: Mathematik dient in vielen Zusammenhangen
als Werkzeug, hat also eine grosse Funktionalitat. Sie stellt Algorithmen bzw.
Losungsverfahren zur Verfligung, die bei Problemlosungen entlasten und damit
Entwicklungen fordern und Innovationen schaffen kdnnen. Ein bekanntes schu-
lisches Beispiel ist die PQ-Formel zur Losung quadratischer Gleichungen. Damit
hat Mathematik eine grosse Bedeutung, wenn es um das Losen von Anwendungs-
problemen bzw. Problemen mit realen Kontexten geht. Der Losungsansatz ist hier
die Mathematisierung, also die Beschreibung des Problems mit mathematischen
Mitteln. Mathematisierung ist ein wichtiger Teil im Modellierungskreislauf (Abbil-
dung 5). Aus der Funktionalitdt der Mathematik und dem Bildungsauftrag, eine
geeignete Verbindung zwischen Mathematik und Realitat herzustellen, ergibt sich
die Bedeutung des Modellierens im Mathematikunterricht (vgl. 3.5).

- Zu einem angemessenen Bild von Mathematik gehdrt das Erfahren typisch ma-
thematischer Tatigkeiten. Modellieren und Begriffsbildung gehdren genauso wie
Problemlésen und die Moglichkeit des Selbstentdeckens von Lésungswegen zu
einem zeitgemassen Mathematikunterricht. Gerade im Zusammenhang mit dem
Problemlésen hat sich das offene Aufgabenformat bewahrt (vgl. 3.6).

3.2 AR zur Férderung des mathematischen Begriffserwerbs

Begriffsbildung ist eine der zentralen Methoden der Mathematik. Im Unterschied zum
Fremdsprachenunterricht geht es dabei nicht nur um das Lernen der Bezeichnungen,
sondern auch um ein inhaltliches Verstehen. Zum Verstehen des Begriffs gehoren
Vorstellungen Uber den Begriffsinhalt, den Begriffsumfang und das Begriffsnetz. Ma-
thematikunterricht muss den Begriffsbildungsprozess unterstiitzen, der auch liber
verschiedene Lernphasen erfolgt. Zunachst wird der Begriff als Phanomen und liber
wichtige Beispiele erfahren, dann als Trager bestimmter Eigenschaften und spater
durch Einordnung in ein Begriffsnetz (vgl. zum Thema z. B. Ubersicht in Weigand
2015). Im Folgenden wird an zwei Beispielen die mogliche Bedeutung von AR fiir den
Begriffserwerb auf den ersten Stufen diskutiert.

2 Gelegentlich wird im Zusammenhang von Grundvorstellungen auch von «Aspekt» gesprochen. Aspekte
sind Interpretationen von Grundvorstellungen.
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3.2.1 AR und der Volumenbegriff

Der Volumenbegriff ist ein zentraler Begriff unseres dreidimensionalen Anschau-
ungsraums. In der Primarstufe wird er als Phanomen erworben, sodass in der Sekun-
darstufe die Verfahren zur Volumenberechnung erarbeitet werden kdnnen, die auf
den Eigenschaften der Korper beruhen. Das iibliche Vorgehen, die Kérper dazu aus
Einheitswiirfeln zu konstruieren, versagt bei komplexeren Kérpern wie etwa der Py-
ramide. Hier greift die Strategie der Zurlickfihrung auf bekannte Korper. Bei einem
handlungsorientierten Ansatz wird zum Beispiel eine gerade Pyramide mit quadrati-
scher Grundflache mit Wasser befiillt und festgestellt, dass ein Wiirfel mitidentischer
Grundflache und doppelter Hohe sechsmal so viel Wasser fasst. Oder man erkennt
durch Probieren, dass sechs solche Pyramiden in den Wiirfel passen (Fiirst 2021).
Das Verfahren ist bewahrt, benétigt fiir die handlungsorientierte Gruppenarbeit in
der normalen Klasse aber liber 30 Pyramiden. In einem maoglichen Lernszenario mit
AR wird nur eine Pyramide bendtigt, die Anlass zu der offenen Frage nach der Volu-
menberechnung sein kann. AR bietet dabei die Mdglichkeit, durch unterschiedliche
vorbereitete Dateien den Erkenntnisprozess in heterogenen Lerngruppen individuell
zu unterstlitzen. So konnen die Schiiler:innen offen an das Problem herangehen, die
physische Pyramide liber die Kamera mit der AR-App erfassen, virtuell vervielfalti-
gen oder zerteilen, unterschiedlich zusammensetzen und/oder durch virtuelle be-
reits bekannte Korper umhillen (Abbildung 2). Andererseits kann die Lehrkraft ver-
schiedene Dateien vorbereiten oder bereits entwickelte Dateien nutzen, die wahrend
des Lernprozesses aufgerufen werden kdonnen. Im Beispiel kann dies eine einzelne
Pyramide sein, die als idealisiertes Modell der realen Pyramide dienen kann, oder
auch ein mit Pyramiden gefiillter Wiirfel, der auseinander geklappt werden kann und
somit raumanschauliche Zusammenhénge erfahrbar macht (Abbildung 2, vgl. auch
Flrst 2021). Ausserdem erméglicht AR, sehr schnell und unkompliziert virtuelle Py-
ramiden mit unterschiedlichen Massen zu erstellen, etwa als Vertiefung des Themas,
indem je nach AR-App auch eigene Berechnungen mit den Ergebnissen der App ver-
glichen werden konnen. Der Lernprozess wird durch Kollaboration und Kommunika-
tion unterstiitzt, aber auch durch einen Wechsel der Reprasentationsformen, indem
aus den raumanschaulichen Erkenntnissen Gleichungen fiir die Volumenberechnung
der Pyramide erarbeitet werden kénnen.
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Abb. 2: Entdeckendes Lernen zum Pyramidenvolumen mit AR (erstellt mit GeoGebra 3D Rech-
ner, Datei «Wiirfel-6Pyramiden» von Georg Wengler, https://www.geogebra.org/search/
UTqjJ4bx).

3.2.2 AR und der Funktionsbegriffserwerb

Der Funktionsbegriff ist einer der wichtigsten, aber auch komplexesten mathema-
tischen Begriffe. Sein Erwerb ist ein Prozess, der sich lber die gesamte Schulzeit
erstreckt. Dieser kann nur gelingen, wenn zundchst geeignete Grundvorstellungen
entwickelt werden. Dazu gehoren die inhaltlichen Vorstellungen Zuordnungsaspekt
(Korrespondenz, Aktionsebene), Anderungsaspekt (Kovariation, Prozessebene) und
Objektaspekt (Objektebene) in verschiedenen Reprdsentationen (Hofer 2008). Die
gesamte Komplexitat des Funktionsbegriffs ist im «Haus des funktionalen Denkens»
von Hofer (2008) erfasst, wobei sich zeigt, dass die jeweils hohere Ebene erst nach ei-
ner erfolgreichen Grundlegung der niedrigeren Ebenen (Aktionsebene und dann Pro-
zessebene) erreicht werden kann. Mathematikunterricht sollte sich also (zunachst)
auf die Sicherung des Zuordnungsaspekts und darauf aufbauend auf die Sicherung
des Anderungsaspekts in all seinen Darstellungsformen und Wechseln dazwischen
konzentrieren. Wie wichtig eine systematische und umfassende Behandlung des
Themas ist, haben verschiedene Untersuchungen insbesondere zur Jahrtausend-
wende nachgewiesen, wonach viele Schiiler:innen ein eingeschranktes und wenig
inhaltliches Begriffsverstandnis hatten (z. B. Vinner und Dreyfus 1989; Adams 1997,
Gomez und Carulla 2001). Innerhalb des oben erwdhnten EU-Projekts wurde die Star-
ke realer naturwissenschaftlicher Experimente fiir den Funktionsbegriffserwerb ge-
zeigt (Beckmann et al. 2010). Dies bestatigen auch andere Untersuchungen (Ganter
2013; Lichti und Roth 2018; Lichti 2019). Ein Vorteil fiir den Erwerb des Anderungs-
aspekts kann sich durch digitale Medien wie dynamische Geometriesysteme erge-
ben (Digel und Roth 2020), aber auch durch den Einsatz von AR-Technologien, wie
neue Studien zeigen (Levy et al. 2020; Swidan et al. 2020). Es fragt sich, ob AR auch
ein besonderes Potenzial flr die Grundvorstellung der Zuordnung hat. AR kann jedes
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mathematische Thema auf einer Hyperebene erweitern, indem es Audios, Videos
bzw. 3D-Animationen abrufbar bereitstellen kann. Denkbar sind hier Videos realer
Experimente (Roth 2014). Dass diese die beim selbststandigen realen Experimentie-
ren beobachteten positiven Ergebnisse (Beckmann 2010) lbertreffen, wurde aller-
dings noch nicht bestatigt. Hier ist auch die Studie von Rolfes (2014) beachtenswert,
wonach Animationen und dynamische Reprasentationen nur dann lernwirksam sind,
wenn sie kognitiv stimulieren.

Aus mathematikdidaktischer Sicht interessiert auch mehr, ob AR den konkreten
Lernprozess unterstiitzen kann. Dies soll an einem Beispiel diskutiert werden: Ein
einfaches Experiment, bei dem der Zuordnungsaspekt in einem kubischen Zusam-
menhang direkt beim Experimentieren authentisch erfahren werden kann, ist das
Eintauchen von Kugeln unterschiedlicher Radien in einen mit Wasser gefiillten Krug.
Beim Eintauchen verdrangt jede Kugel ein bestimmtes Wasservolumen. Die jewei-
lige Zuordnung zwischen Radius und verdrangtem Volumen wird beobachtet. Ubli-
cherweise erfolgt die Messung der Kugelradien mit einem Messschieber; alternativ
kdonnte dies zum Beispiel auch mit AR erfolgen (Abbildung 3). Die rein digitale Arbeit
konnte hier eventuell die tbersichtliche Dokumentation der Messung und Messer-
gebnisse am Bildschirm motivieren, was wiederum Begriindungs-, Reflexions- und
Mathematisierungsprozesse beglinstigen kann. Dieser Vorteil ware allerdings empi-
risch zu untersuchen. Die Analyse legt eher nahe, dass die besondere Starke von AR
sich hier weniger auf den Zuordnungsaspekt als darauf bezieht, dass AR das bewuss-
te Durchlaufen des Modellierungskreislaufs anregt, speziell in den Phasen der Ideali-
sierung und der Validierung und Reflexion (vgl. dazu genauere Ausfiihrungen in 3.4).
Zudem konnen sich eventuell auch besondere Chancen fiir heterogene Lerngruppen
ergeben, indem Lernprozesse durch digitale, nicht-digitale und hybride Lernszenari-
en individualisiert werden kdnnen.

Versuchsaufbau - Ubergang zum idealisierten Modell bzw. zur Messung/Versuchsdurchfiihrung

Abb. 3:  Virtuelle Erweiterung des realen Experiments mit AR: Verweilen beim idealisierten Mo-
dell.
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3.3 AR und die dynamische und statische Sichtweise

Die besonderen Chancen und moglichen neuen Perspektiven durch den Einsatz der
AR-Technologie sollen hier nun an zwei weiteren zentralen mathematischen Begrif-
fen bzw. Verfahren diskutiert werden:

3.3.1 AR und Kongruenzabbildungen

Kongruenzabbildungen spielen in vielen Begriindungszusammenhangen der Se-
kundarstufen eine Rolle. Zum Beispiel besteht beim Beweis des Basiswinkelsat-
zes im gleichschenkligen Dreieck die wesentliche Argumentation darin, die bei-
den Basiswinkel an der Mittelsenkrechten der Basis zu spiegeln und aufgrund der
Winkelmasstreue der Geradenspiegelung auf deren Kongruenz zu schliessen. Mit
Beweisanfanger:innen kann dies lber die konkrete Handlung des Aufeinander-
klappens an einem Papierdreieck erarbeitet werden. Die Kongruenzabbildungen
erscheinen hierbei in dynamischer Sichtweise. Auf einer hoheren Beweisstufe (vgl.
Beckmann 1997) wird zu einer statischen Sichtweise libergegangen, indem die Kon-
struktionsvorschrift der Abbildung, speziell der Vergleich von Streckenlangen und
Winkelgrossen, im Vordergrund steht. AR kann beide Sichtweisen unterstitzen. Fir
die dynamische Sichtweise konnen die Schiiler:innen vorgegebene gleichschenklige
Dreiecke oder das eigene Geodreieck mit AR untersuchen, also einscannen, abbil-
den, in zwei kongruente Dreiecke zerlegen und aufeinanderlegen (Abbildung 4). Fir
die statische Sichtweise bietet sich zum Beispiel eine Untersuchung der Umgebung
mit AR an, indem zu jeweils zwei Punkten im Raum (Urbild und Bild) die Lage der
moglichen Spiegelgeraden bzw. Symmetrieachse identifiziert werden soll. Hier spie-
len Streckenldangen und Winkelmasse eine Rolle.

¥ ok el e it A

Abb. 4: Erweiterte Realitdt des Geodreiecks: Entwicklung einer méglichen Beweisidee zum Ba-
siswinkelsatz.
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3.3.2 AR und Grenzwertbegriff

Ein Paradebeispiel flir einen mathematischen Begriff, der sowohl die dynamische als
auch die statische Sichtweise zum Verstandnis nutzt, ist der Grenzwertbegriff, zum
Beispiel der Grenzwert einer reellen Zahlenfolge: In dynamischer Sichtweise «bewe-
gen» wir uns entlang der Folgenglieder, die sich «mit der Zeit» immer mehr einem
bestimmten Wert anndhern, dem sogenannten Grenzwert. In statischer Sichtweise
betrachten wir eine e-Umgebung um den Grenzwert herum und stellen fest, dass ab
einem bestimmten Index «fast alle» Folgenglieder in dieser e-Umgebung liegen. Da-
bei kdnnen wir € beliebig klein wahlen. Diese Beschreibungen sind in der gewahl-
ten Form natiirlich keine exakten mathematischen Definitionen, sie erfassen aber
die wesentlichen Aspekte der dynamischen und statischen Sichtweise der Definition
und zeigen zudem auf, dass beide Vorstellungen durch Animationen anschaulich si-
muliert werden kdnnen. Die Lehrkraft kdnnte diese in ein interaktives Arbeitsblatt
integrieren. Fiir den dynamischen Fall kdnnte sich ein kleiner Film anbieten, flir den
statischen Fall eine Interaktionsmoglichkeit, die den Schiiler:innen gestattet, ver-
schiedene immer kleiner werdende Umgebungen um den Grenzwert abzugreifen, zu
vergréssern und festzustellen, dass sich die «Inhalte» ab einem bestimmten Index
nicht unterscheiden. Diese Moglichkeiten sind interessant, konnten aber auch ohne
AR-Technologie (Trigger) bereitgestellt werden.

3.4 AR und Asthetik/mathematisches Denken

Lange Zeit pragte der Produktcharakter den Mathematikunterricht (vgl. 3.1). Bewei-
se wurden als Fertigprodukte prasentiert und keiner fragte nach dem Weg dahin.
Wagenschein (1982, 107) sah darin ein ,didaktisches Verhdngnis®, denn der Losung
eines mathematischen Problems geht stets ein Wechsel zwischen Suchen und Fin-
den bzw. Induktion und Deduktion voraus (Pickert 1989). Mathematik hat also auch
eine personliche und damit auch eine dsthetische Komponente. Poincaré hielt das
Asthetische sogar eher als das Logische fiir das dominierende Element der mathe-
matischen Kreativitat (Davis und Hersh 1994). Definitionsversuche beschreiben die
mathematische Asthetik als Wechsel von Anspannung und Entspannung, Verwirkli-
chung von Erwartungen; Uberraschung bei der Wahrnehmung von unerwarteten Be-
ziehungen, von Einheitlichkeit; ein sinnliches, optisches Vergniigen; Freude an der
Gegeniberstellung des Einfachen und des Komplexen, der Freiheit und des Zwangs;
... Harmonie, Ausgewogenheit, Kontrast usw. (nach Davis und Hersh 1994). In ande-
ren Arbeiten wird der Zusammenhang zwischen Mathematik und Asthetik tiber das
asthetische Empfinden bei bestimmten Ziffern, Gleichungen, Sdtzen und Beweisen
hergestellt oder wenn Mathematik zur Beschreibung von kiinstlerischen Werken aus
Musik, Kunst und Architektur eingesetzt wird (zum Beispiel Sinclair und Berneche
2010; Beckmann 2003). Ein Mathematikunterricht, der die Beziehung zwischen
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Mathematik und Asthetik berticksichtigt, tragt zu einem angemessenen Bild von Ma-
thematik bei und kann somit zu einer realistischen Einstellung zur Mathematik und
einer adaquaten Weltsicht fiihren (Graumann 1997).

Unterrichtsbeispiele mit AR zur Férderung der einen Seite der mathematischen
Asthetik finden sich schnell: So kénnen Schiiler:innen mit ihrem Smartphone die
Umgebung erkunden und zum Beispiel Symmetrien, Goldene Schnitte und andere
Regelmassigkeiten bei Korpern und ihren Netzen mithilfe der Veranschaulichung mit
AR entdecken und authentisch erfahren. AR erscheint aber auch zur Férderung der
anderen Seite der Asthetik im Sinne des mathematischen Denkens als Suchen und
Finden (eleganter) logisch liickenloser Schliisse forderlich: AR kann den Beweisfin-
dungsprozess unterstiitzen und verlangsamen, indem bestimmte heuristische Stra-
tegien wie das Einzeichnen von Hilfslinien oder das Entdecken von Teilfiguren an-
geregt werden konnen (vgl. 3.3). Neben der eigenen freien Erkundung der Objekte
konnen zusatzlich an den Figurenteilen auch Links zu Tipps oder zu mathematischen
Satzen gesetzt werden, die im Beweisfindungsprozess hilfreich sein kdnnen. Eher
entscheidend fiir das Beweisenlernen ist aber die geeignete Auswahl von Satzen und
deren unterrichtliche Einbettung derart, dass sie das Beweisbedirfnis wecken und
das Leistungsniveau der Schiiler:innen treffen (Beckmann 1997). Hier gibt es positi-
ve Erfahrungen mit dynamischen Geometriesystemen (Werth 2014); ob AR genauso
hilfreich sein kann, bedarf weiterer Untersuchungen.

3.5 ARund Modellieren

Modellieren ist eine der zentralen Tatigkeiten der Mathematik und damit eine der
wichtigsten Leitmethoden im Mathematikunterricht. Beim Modellieren werden an-
gewandte Probleme oder Situationen mithilfe mathematischer Begriffe und Ver-
fahren gelost oder beschrieben. Anwendungen betreffen praxisrelevante Fragestel-
lungen und Entwicklungen sowie gesellschaftliche und globale Herausforderungen
und konnen dabei auch Phanomene aus der Umgebung der Schiiler:innen sein.
Typische und schulisch relevante Mathematisierungsmittel sind Variablen, Terme,
Gleichungen und Funktionen, aber auch grafische Darstellungen, Verfahren der Ana-
lysis usw. Modellierungsaktivitaten im Mathematikunterricht kdnnen somit einen
wichtigen Beitrag leisten, um die Funktionalitdt der Mathematik aufzuzeigen. In der
Forschungsliteratur wird das mathematische Modellieren als Kreislauf beschrieben,
wobei sich die Phasen des Prozesses je nach Perspektive und Schwerpunkten etwas
unterscheiden kdnnen (Borromeo Ferri 2006; Wess et al. 2021). Der vorliegende Arti-
kel bezieht sich auf den in Abbildung 5 dargestellten einfachen Modellierungskreis-
lauf, der sich in leicht erweiterter und gedrehter Darstellung grob am Vorschlag von
Blum (1985) orientiert. Der zyklische Prozess des Modellierens besteht aus verschie-
denen Phasen, die den Schiiler:innen jeweils bestimmte Kompetenzen abverlangen
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(Wess et al. 2021): Zunéchst geht es um das Verstehen des realen Problems, das im
nachsten Schritt durch Separieren von irrelevanten Variablen vereinfacht und also
zu einem idealisierten Modell der Realitédt, zum Realmodell wird. Mathematisierung
fiihrt zum mathematischen Modell, in welchem die Losung sodann mathematisch
erarbeitet wird. Die Ergebnisse werden anschliessend in Bezug auf das Ausgangs-
problem interpretiert, reflektiert und validiert. Eventuell wird eine Modifizierung des
Modells erforderlich und der Kreislauf beginnt erneut. Modelle dienen der Beschrei-
bung, Erklarung oder Vorhersage. Beispiele sind Klimamodelle, Modelle zur Wirt-
schafts- oder Pandemieentwicklung, physikalische, aber auch juristische Gesetze,
Codes und vieles mehr. Ein kritisches Verstandnis fiir Modelle, Modellbildung und
ihre Grenzen kann sensibilisieren und ist Basis flir Bildung und Miindigkeit in unserer
Gesellschaft. Verschiedene Studien zeigen, dass Schiiler:innen in allen Phasen des
Modellierungskreislaufs Probleme haben kdnnen (z. B. MaaR 2004; Blum 2015; Plath
und Leiss 2018; Wess et al. 2021). In der mathematikdidaktischen Diskussion werden
daher die Rolle der Lehrperson und geeignete Interventionen diskutiert (vgl. Wess et
al. 2021). Greefrath (2011) sieht eine forderliche Chance darin, in den unterschiedli-
chen Phasen im Kreislauf verschiedene Technologien einzusetzen: Danach kdnnten
Simulationen helfen, das mathematische Modell zu priifen, ebenso wie die Phase
der Interpretation und Validierung. Konkret konnen Dynamische Geometriesysteme
die Mathematisierung und Computer-Algebrasysteme das mathematische Arbeiten
unterstiitzen und Visualisierungen den Ubergang vom Realmodell zum mathemati-
schen Modell (vgl. auch Greefrath et al. 2018 und Kaiser et al. 2015).

Ausgangspunkt: Idealisierung N Idealisiertes Problem/

Reales Problem 7 Realmodell
Interpretation, Validierung, -

/I\ ggf. Modifizierung des Modells Mathematisierung

Mathematische P
Losung/Resultate

Mathematisches Modell

S
Arbeit im mathematischen Modell/
mathematisches Arbeiten

Abb. 5: Modellierungskreislauf.

3.5.1 AR im Modellierungskreislauf

Es deutet vieles darauf hin, dass AR eine besondere Perspektive fiir das Thema eroff-
net, denn die Realitdtserweiterung mittels einer AR-App ist fiir sich ein Modell und zu-
meist ein idealisiertes Modell der Realitat, da eine Konzentration auf wesentliche Va-
riablen und Eigenschaften des realen Objekts erfolgt. Diese Uberlegung unterstiitzt
auch den oben kurz beschriebenen Ansatz von Greefrath, in dieser Phase digitale
Tools flir Visualisierungen zu nutzen, was er zudem auch in der Phase der Validierung
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als Moglichkeit sieht. Dies soll im Folgenden am Beispiel des Dosenproblems disku-
tiert werden, auch als Anstoss flir empirische Studien: Beim Dosenproblem geht es um
die Frage einer optimalen zylindrischen Dosenform mit vorgegebenem Volumen, bei
der das (voll umhiillende) Umwickelpapier minimiert werden soll (um so der Herstel-
lungsfirma Kosten zu sparen). Das Dosenproblem kann offen Giber den Impuls einer
realen Dose und unter Hinweis auf eine AR-App gestellt werden. Schiler:innen haben
gelegentlich Schwierigkeiten, das reale Problem geeignet einzuordnen, woraus zu
starke Vereinfachungen oder nicht passende Annahmen im Hinblick auf das Realpro-
blem entstehen (Maal 2004; Blum 2015). Die Nutzung einer AR-App visualisiert den
Ubergang von der Dose (Realitat) zum idealisierten Modell direkt wihrend der An-
wendung und unter paralleler Sichtbarkeit von realer Dose und dem Zylinder-Modell
(Abbildung 6). Gleichzeitig bietet dies auch die besondere Gelegenheit, beim ideali-
sierten Modell zu verweilen, sich mit den relevanten Grdossen auseinanderzusetzen
und Unterschiede zum realen Modell zu diskutieren. Die Visualisierung des Realmo-
dells kann zudem den Ubergang zum mathematischen Modell erleichtern und bereits
erste Losungsideen anschaulich unterstiitzen, indem hier im Beispiel der Zylinder di-
rekt abgewickelt werden kann (soweit in der App oder als Datei hinterlegt, Abbildung
6b). AR unterstiitzt damit die auch schon bei Greefrath (2011) angesprochene Mog-
lichkeit des Experimentierens (hier mit dem «Umwickelpapier»). Der Modellierungs-
kreislauf wird also mithilfe von AR langsamer und bewusster durchlaufen. AR bietet
hier - im Unterschied zu einem Video - die Moglichkeit, ohne Unterbrechung (ohne
Wechsel des Mediums) vom eigens erfassten Realmodell zum Experimentieren zu
gelangen. Fir nicht so leistungsstarke Schiiler:innen kann die Abwicklung hilfreich
sein, da sie auf die hier wesentliche Grosse des Oberflacheninhalts der Dose fiihrt.
AR-Apps mit Messfunktion gestatten zusatzliche Messungen und kdnnen gleichzeitig
eine mathematische Priifung anregen. Die Arbeit im mathematischen Modell erfor-
dert Mittel der Analysis und erfolgt unabhangig von AR. Sie stellt einen Bezug zum
Volumen her und fiihrt auf das Ergebnis, dass bei der «optimalen» Dose Héhe und
Durchmesser gleich sind. In der abschliessenden Phase geht es um die Validierung,
Interpretation und Reflexion, die Schiiler:innen oft vor grosse Herausforderungen
stellt, da haufig ein Verstandnis flir Validierung fehlt (Galbraith und Stillmann 2006).
Hier kann AR moglicherweise unterstiitzen, indem mit der AR App (unterschiedliche)
Dosen modelliert werden, die dem Optimierungsergebnis entsprechen. Es fallt ein
Unterschied zu handelsiiblichen Dosen auf. Die anschauliche Darstellung bzw. Visua-
lisierung nach Greefrath (2011) motiviert damit eine facheriibergreifende Diskussion,
die auch dsthetische Fragen und Marketingaspekte einbezieht.
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Abb. 6: (a) Idealisiertes Modell mit AR und (b) Abwicklung des Umwickelpapiers (erstellt mit
GeoGebra 3D Rechner, Datei «Abrollen des Netzes eines Zylinders» von Birgit Lachner,
https://www.geogebra.org/search/Zjr38uff).

3.5.2 AR in einem Unterrichtsbeispiel zum Modellieren

In dem von der Autorin koordinierten EU-Projekt ScienceMath, dessen grundlegen-
des Ziel die Entwicklung und Erprobung von Unterrichtsmodulen zur Férderung
von Mathematical Literacy war, lag ein besonderer Fokus auch auf dem Modellieren
(Beckmann 2010; Beckmann und The ScienceMath-Group 2010; Michelsen 2015). Am
Beispiel «Vaekst/Wachstum», eines von den dadnischen Projektpartnern entwickelten
Unterrichtsmoduls, soll nun diskutiert werden, ob AR einen spezifischen Beitrag zum
Erwerb der Modellierungskompetenzen in den verschiedenen Phasen leisten kann
(vgl. www.sciencemath.ph-gmuend.de). In diesem Unterrichtsmodul geht es um das
Thema Modellieren, wobei der Schwerpunkt auf den Mathematisierungsmitteln, ei-
ner standigen kritischen Reflexion und Begriindung des jeweils geeignetsten Mittels
liegt. Die Aufgabenteile betreffen grafische Darstellungen, Wechsel zwischen Gra-
phen und beschreibenden Situationen, symbolische Darstellungen bzw. Gleichun-
gen als Modellierungsmittel, Tabellen mit inhaltlicher Befassung und Modellierung.
Dabei werden auch Verfahren zu einer Beurteilung und Entwicklung von Modellen
erfragt und die Nutzung ausgewahlter Modelle fiir Voraussagen angeregt. Eine Be-
deutung von AR erschliesst sich hier nicht sofort, wie auch beim Abschnitt «<AR und
der Modellierungskreislauf» die Phase der Mathematisierung und das Arbeiten im
mathematischen Modell ohne AR erfolgt. Es spricht auch vieles dafiir, dass eine von
AR unabhéangige Tatigkeit des Mathematisierens ein angemessenes Bild von Mathe-
matik fordert und dass sich flr diese Phase im Modellierungskreislauf aufgrund der
typischen Mathematisierungsmittel eher digitale Medien wie Computer-Algebra-
Systeme oder Tabellenkalkulation anbieten (vgl. Kaiser et al. 2015). AR kann aber
dennoch interessant sein, indem die einzelnen Aufgabenteile (iber QR-Codes bzw.
Images individuell aufgerufen und durch Audio, Video-Dateien bzw. 3D-Animationen
unterstiitzt werden kdnnen, die eine gleichzeitige Betrachtung von Anwendung und
ihrer Mathematisierung gestatten. Schiiler:innen erhalten auf diese Weise weitere
Impulse und Riickmeldungen und kénnen notfalls ihre Modelle korrigieren.
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3.6 AR und das offene Aufgabenformat

AR wird gelegentlich ein Vorteil in Bezug auf offene Unterrichtssituationen zuge-
schrieben (Buchner 2017). Im Mathematikunterricht hat sich insbesondere das For-
mat der offenen Aufgaben bewahrt, da offene Aufgaben unterschiedliche Zugdnge
und Losungswege zulassen und somit das entdeckende Lernen und das Problem-
[6sen auf individuellen Wegen erméglichen (vgl. dazu Ubersicht zum Thema Aufga-
ben in Leuders 2015). Offene Aufgaben bilden aus mathematikdidaktischer Sicht ein
einfaches, aber starkes Format, um selbstgesteuertes zukunftsorientiertes Lernen
in heterogenen Lerngruppen zu fordern. Leistungsstarken Schiiler:innen geniligt
die offene Aufgabenstellung, um eigene Losungswege und Losungen zu finden, fiir
nicht so leistungsstarke stehen gestufte Tipps zur Verfligung, um so Impulse fir ei-
gene Wege zu bekommen. AR unterstiitzt auch das offene Aufgabenformat, indem
die «Tipps» in verschiedenen Formaten (Audio, Fotos, Videos usw.) in die Arbeitsum-
gebung (Arbeitsblatt, Klassenraum) so eingebunden werden kdnnen, dass sie durch
Trigger individuell abrufbar sind. Hierbei kann die Lehrkraft sogar steuern, zu wel-
chen Zeitpunkten welche Zusatzinformationen abrufbar sind und wann nicht. Wel-
che Tipps zur Verfligung gestellt werden, hangt natiirlich vom Lerngegenstand und
von der Lerngruppe ab. Hinweise dazu ergeben sich aus der Analyse in den anderen
Abschnitten dieses Papers.

4. Zusammenfassendes Fazit und Anregungen fiir weitere Forschung

Fiir den Mathematikunterricht der Sekundarstufen fehlt bisher eine detaillierte Ein-
ordnung von Augmented Reality aus mathematikdidaktischer Sicht. Der vorliegende
Artikel mochte einen Beitrag dazu leisten, diese Liicke zu schliessen, indem zentra-
le unterrichtsrelevante und tlibergreifende Aspekte wie Begriffsbildung, dynamische
und statische Sichtweise, Modellieren und Asthetik sowie das offene Aufgabenformat
Ausgangspunkt der Diskussion sind. Sie lassen sich aus dem Auftrag ableiten, ein
angemessenes Bild von Mathematik zu vermitteln.

Die bisher wenigen Arbeiten, die sich aus wissenschaftlicher Sicht mit AR im Ma-
thematikunterricht der Sekundarstufe befassen, beziehen sich vorwiegend auf die
Geometrie, insbesondere die Analytische Geometrie, und heben hier speziell die
Moéglichkeit der Veranschaulichung hervor. Die haufig formulierte Chance von AR
zur Forderung des raumlichen Vorstellungsvermdgens muss noch weiter untersucht
werden. Die Bedeutung von AR im Zusammenhang mit interaktiven Lehrblchern,
Arbeitsblattern oder Padlet-Lernumgebungen, bei denen durch Tracken/Triggern
digitale Inhalte wie Fotos, Videos, 3D-Modelle und Audios unkompliziert, selbstbe-
stimmt und individuell abgerufen und in den Lernprozess eingebunden werden kon-
nen, zeigt sich auch in der vorliegenden mathematikdidaktischen Bewertung. Diese
fuhrt aber dariiber hinaus auf neue Perspektiven von AR im Mathematikunterricht,
aber auch auf Grenzen.
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Speziell wird eine besondere Starke von AR beim Thema Modellieren gesehen. AR
kann die Schiiler:innen in einzelnen Phasen des Modellierungsprozesses unterstiit-
zen. Insbesondere kann sie den Ubergang vom realen Objekt zum idealisierten Mo-
dell visualisieren und dadurch verlangsamen und die abschliessende Validierungs-
phase und Reflexion fordern. Sie kann den ersten Schritt zum mathematischen Mo-
dell anregen, hat in der Arbeit im mathematischen Modell jedoch klare Grenzen und
wiirde hier auch der Vermittlung eines angemessenen Bilds von Mathematik eher
entgegenstehen.

Beim Begriffserwerb hangt die Entscheidung fiir den Einsatz der AR-Technologie
vom Begriff und der anzustrebenden Grundvorstellung ab. AR kann sowohl die dyna-
mische als auch die statische Sichtweise fordern. Die in manchen Arbeiten erwahnte
besondere Bedeutung von AR fiir abstrakte Fachkonzepte muss allerdings stets im
Einzelfall gepriift werden. Die vorliegende Analyse sieht gerade beim Erwerb abstrak-
ter und komplexer mathematischer Begriffe Grenzen oder Alternativen. Dies wurde
am Grenzwertbegriff und am Zuordnungsaspekt des Funktionsbegriffs diskutiert. In
der Anfangsphase des Funktionsbegriffserwerbs scheint AR eher die Modellierungs-
kompetenz zu fordern.

Dariiber hinaus werden eventuell Chancen von AR bei Beweisfindungsprozessen
gesehen. Allerdings fragt sich, ob AR die Vorteile von dynamischen Geometriesys-
temen wirklich erreicht; hier waren weitere Untersuchungen notig. Insgesamt ver-
spricht AR, die dsthetische und die funktionale Seite der Mathematik vielfaltig und
Uber entdeckendes Lernen durch die simultane Erweiterung und Idealisierung der
realen Umgebung und in facheriibergreifenden Zusammenhangen ohne Wechsel
des Mediums verdeutlichen zu kénnen. Hervorzuheben ist, dass vieles dafiir spricht,
dass AR individuelle Lernprozesse in heterogenen Lerngruppen und die Kommunika-
tion und Kollaboration fordern kann, auch indem sie das offene Aufgabenformat im
Mathematikunterricht vielfaltig unterstitzt. Als Fazit eréffnen die Uberlegungen in
der hier vorgestellten Diskussion neue Chancen von AR fiir mathematische Kontexte
auch neben der Geometrie. Es ware wiinschenswert, dass die Ergebnisse ein Anstoss
zu weiteren Analysen und empirischen Untersuchungen sein kdnnten.
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Beispiele fiir AR-Apps
Die nachfolgenden Apps bzw. AR-Plattformen fiir AR-Projekte wurden alle zuletzt am
10.01.2022 aufgerufen.

Areeka: https://areeka.net bzw. https://studio.areeka.net,

Blippar: https://www.blippar.com,

Augment: https://www.augment.com,

Arloopa: https://arloopa.com bzw. https://studio.arloopa.com

zusatzlichen geometrischen Konstruktionsmaoglichkeiten:

GeoGebra 3D Rechner: www.geogebra.org

mit Messfunktionen:

AR Ruler: https://play.google.com/store/apps/details?id=com.grymala.aruler.
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